
可換環のイデアルによる剰余環：普遍性による定義と剰
余類による構成

可換環 (commutative ring) のイデアル (ideal) による剰余環 (quotient ring) について、それが「どの
ような性質を満たすべきか」という外部との関係性に着目する普遍性 (universal property) による定
義と、「どのように作られるか」という内部構造に着目する剰余類 (residue class) の集合による具体
的な構成の双方から、詳細かつ自己完結的に解説します。

1. 基礎概念の準備 (はじめに)

本題に入る前に、議論の前提となる可換環、イデアル、および環準同型の定義を確認します。

可換環とイデアルの定義

 を可換環 (commutative ring) とします。すなわち、  は加法と乗法の2つの二項演算を持
ち、加法についてアーベル群 (abelian group) をなし、乗法について可換モノイド (commutative
monoid) をなし、乗法が加法に対して分配法則を満たすものとします。

 のイデアル (ideal) とは、  の部分集合  であって、以下の2つの条件を満たすものを指しま
す。

1.  は  の加法に関する部分群である。したがって  であり、  である。

2. 任意の  および  に対して、  が成り立つ。

環準同型と核の定義

2つの可換環  の間の環準同型 (ring homomorphism) とは、写像  であって、
任意の  に対して以下の3条件を満たすものを指します。

 （単位元の保存）

このとき、  の核 (kernel) を  と定義します。  は  の
イデアルになることが容易に確認できます。
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2. 普遍性による定義

圏論的な視点から、剰余環は普遍性によって特徴付けられます。このアプローチでは、具体的な集合の
構成に立ち入る前に、対象が満たすべき性質を要請します。

 を可換環、  をイデアルとします。イデアル  による  の剰余環とは、可換環  と環準同型
 の組  であって、以下の条件を満たすもののことを指します。

1. 核に関する条件:  の核は  を含む。すなわち、  であり、任意の  に対して 
 が成り立つ。

2. 普遍性: 任意の可換環  と、環準同型  で  を満たすものに対し、ただ一
つの環準同型  が存在して、  を満たす（すなわち、任意の  について 

 が成り立つ）。

この普遍性を満たす組  が存在すれば、それは同型を除いて一意に定まります。実際、別の組 
 も普遍性を満たすとすれば、互いにただ一つの準同型が存在してそれらの合成が恒等写像にな

ることが圏論の標準的な議論から導かれます。この一意に定まる  を通常  と表記します。

この定義は、「  の元をすべて  とみなすような最も自然で無駄のない新しい環」という直観を厳密
に定式化したものです。

3. 剰余類の集合による構成

前項の普遍性によって定義された剰余環が実際に存在することを示すためには、具体的な構成を与える
必要があります。これが同値関係 (equivalence relation) と剰余類を用いた構成です。

3.1. 同値関係の導入

まず、  上に次のような関係  を定めます。

 が加法部分群であることから、これが同値関係になることは以下のように容易にわかります。

反射律: 任意の  に対して  なので 。

対称律:  ならば 。  は加法部分群なので 。よって 
。

推移律:  かつ  ならば  かつ 。  は加法について閉じているため
。よって 。

3.2. 剰余類の集合

この同値関係による  の同値類 (equivalence class) を  または  と表記し、これを  を
法とする剰余類と呼びます。
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y ∼ x

x ∼ y y ∼ z x − y ∈ I y − z ∈ I I
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同値類全体の集合（商集合）を  とします。

3.3. 演算の定義と well-defined 性

この集合  に、次のように加法と乗法を定義します。

これらの演算が代表元の取り方に依存しない（well-defined である）ことは、剰余環の構成において最
も重要な部分であり、以下のように証明されます。  かつ  とします（すなわち 

 かつ ）。

加法について:
 となります。仮定より  および 

 であり、  は加法について閉じているため、それらの和も  に属します。したがって
 となり、  が成り立ちます。

乗法について:
 と変形できます。

はイデアルなので、  の元との積について閉じています。よって  および 
 となります。さらに  は加法で閉じているので、それらの和である 
 となり、  が成り立ちます。

この加法と乗法により、  は可換環となります。零元は  であり、単位元は  です。

3.4. 普遍性の確認

自然な全射 (natural surjection)  を  と定義します。これは演算の定義から
明らかに全射な環準同型であり、  であることから  となります。

この構成された組  に、任意の可換環  と  を満たす環準同型  が与
えられたとします。このとき写像  を、

と定義します。この定義が well-defined であることを確認します。  とすると  で
す。仮定より  なので  となります。  は環準同型であるため 

、すなわち  となり、  は代表元の選び方によらず定まります。

 は明らかに環準同型となります。また、任意の  に対して  とな
るため、構成から明らかに  を満たします。
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y1 − y2 ∈ I I I

(x1 + y1) − (x2 + y2) ∈ I [x1 + y1] = [x2 + y2]
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(R/I, π) S I ⊂ ker(f) f : R → S

f̄ : R/I → S

f̄([x]) = f(x)

[x] = [y] x − y ∈ I
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f = f̄ ∘ π



最後に  の一意性を示します。別の環準同型  も  を満たすと仮定します。こ
のとき、任意の剰余類  に対して、

となるため、  となり、このような  が一意であることも示されました。以上より、構成した 
 は普遍性を満たすことが確認できます。

4. 具体例

抽象的な構成の理解を深めるため、2つの重要な具体例を挙げます。

例1: 整数環とそのイデアル

 を整数環 (ring of integers) とし、  を正の整数とします。イデアル  を考えま
す。このときの剰余環  は、  を法とする合同類 (congruence class) のなす環になります。

例えば  のとき、  となります、  は素数であるため、この
剰余環は体 (field) となります。

例2: 多項式環による新しい数体系の構成

 を実数係数の1変数多項式環とし、  を  で生成されるイデアルと
します。

この剰余環  においては、  が成り立つため、  となりま
す。この剰余類  を虚数単位  と同一視することで、この剰余環は複素数体  と同型になるこ
とがわかります。これは普遍性と剰余環を用いて新しい体系を厳密に構成する強力な応用例です。
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